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Dons ce Rapport, les grandes lignes d'un mod~le analytique permettant le calcul des niveaux de gris d6livr~s par une
cam~ra CCD lors des prises de vues par la m6thode de V61ocim6trie par Images dle Particules (PIV) sont rappel6es.
['image des particules 6clair6es parle plan laser est d6termin6e 6i partir d'une relation dle convolution enfre la r~ponse
impulsionnelle de l'objectif et l'image g6om6trique de ces particules, et la cam6ra CCID est mod6lis6e par ses effets
d'int6grafion spatiale, de gain et dle quantification. Ce mod~Ie est valid6 sur un cas precis de prises de vues r6elles
de Ply.
Les principes des m~thodes classiques de corr6lotion (autocorr6lation et corr6lation crois6e) et d'inferpolation sub-
pixel (barycenfre, ajustement par fonction parabolique et gaussienne) permettant la d6termination du d6placement
des particules; sont 6galement rappel6s.
Ce Rapport se poursuit par des simulations num6riques, bas6es sur le mod~le pr6c6dent, correspondant 6i deux
configurations de particules I a premi~re configuration concerne le cas id6al d'une seule particule par aire
d'interrogation et la seconde configuration, le cas plus r6aliste, d'un nombre variable de particules par aire
d'interrogation. Dons ces deux configurations, les sources dle bruit ne sont pas prises en compte. Ces simulations
fournissent des r6sultats statistiques imporfants concernant les erreurs commises par les m6thodes classiques de
corr~lation et d'interpolation sub-pixel lors dle la d6termination de d6placement des particules. De plus, ces
simulations mettent en 6vidence les faiblesses des m6thodes employ6es (production de "faux vecteurs"). Enfin, ce
Rapport aborde le cas dle configurations dle particules similaires 6i celles rencontr6es sur des prises de vues r6elles de
PlY (nombre variable dle particules, bruit, gradient de vitesses).

Mots-dI's

Autocorr6lation Interpolation sub-pixel

Cam6ra CCD M6canique des fluides
Corr6lation crois6e M~thodes de mesure
Erreurs de d6placemenf Optique de Fourier
Faux vecteurs Simulations num6riques
Images de particules V6locim6trie par images de particules (PlY)
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Zusa mmenfassu ng

In diesem Bericht wird emn analytisches Modell zur Berechnung der Grauwerte einer CCD-Kamera bei Aufnahmen mit-
tels der PIV-Methodle (Particle Image Velocimetry) umnrissen. Das Buld der dlurch den Lichtschnitt beieuchteten Pariikel
wird ausgehend von einer Faitungsbeziehung zwischen der Impulsantwort des Oblektivs und dem geometrischen Buld
dlieser Partikel bestimmt, und die CCD-Kamera wird anhand ihrer Wirkungen betreffend rdumliche Integration, Ver-
starkung und Quantifizierung madelliert. Dieses Modell wird an einem prdzisen Fall realer PIV-Aufnahmen validiert.
Die Prinzipien der klassischen Methoden der Korrelation (Autokorrelation und Kreuzkorrelation) und der Subpixel-
Interpolation (Schwerpunkt, Anpassung dlurch parabolische und Gaul~sche Funktion), die die Bestimmung der Parti-
kelverschiebung ermaglichen, werdlen ebenfalls nochmals erldutert.
Des Weiteren enthalt dieser Bericht numerische Simulationen auf der Basis des vorstehend angefohrten Modells, ent-
sprechend zwei Partikelkonfigurationen: die erste Konfiguration betrifft den idealen Fall eines einzigen Partikels pro
Abfragebereich und die zweite Konfiguration den reaiistischeren Fall einer variablen Partikeizahl pro Abfragebereich.
Bei beiden Konfigurationen werdlen die Rauschqu'ellen nicht ber~icksichtigt.
Diese Simulationen liefern wichtige statistische Ergebnisse Ober die Fehier dlurch die klassischen Methaden der Korre-
lation und Subpixel-lnterpolation bei der Bestimmung der Partikelverschiebung. Auf~erdlem zeigen diese Simulationen
die Schwachstellen der verwendleten Methoden auf (Produktion von "falschen Vektoren").
Schliel~lich wird in diesem Bericht der Fall von Partikelkonfiguratianen, ahnlich denjenigen bei realen PIV-Aufnahmen,
angesprochen (variable Partikeizahl, Rauschen, Geschwindigkeitsgradient).

Schlagworter

Autokorrelation Subpixel-l nterpolation
CCD-Kamera Strbmungsmechanik
Kreuzkorrelation Messmethoden
Verschiebungsfehler Fourier-Optik
Falsche Vektoren N umerische Simulationen
Partikelbilder Particle Image Velozimetry (PIV)
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Notations

Lettres romaines

Bj niveau dle bruit dle N
di distance entre pian laser et objectif dle la cam6ra CCD
d2 distance entre objectif et matrice CCD

f distance focale dle lab jectif
f# ouverture relative dle lobjectif

G gain dle la cam6ra CCD
G(x,y,ay) fonction gaussienne
h (x, y) r6ponse impulsionnelle en amplitude
(ilj) coordonn~es du pixel courant

Ik intensit6 maximale dle 'image dle la particule k
I (x, y) intensit6
M grandissement de la cam6ra CCD
N1,j niveau dle gris du pixel (i~j)
Rk rayan de la particule k
R0,RpR- niveaux dle gris consid~r6s paur 'interpolation sub-pixel
t temps

tj instant de la premi~re impulsion laser
t2 instant dle la secande impulsian laser

U(x,y,t) amplitude complexe
V vecteur vitesse dlans l'6coulement
(x,y,z) coordonn6es dlans le plan image (matrice CCD)
(X,Y,Z) coordann~es dlans le plan objet (plan laser)

)? vecteur position dlans le plan objet

Leltres grecques;

KZ profondeur dle champ
A taille d'un pixel de matrice CCD
AT intervalle de temps entre deux impulsions lasers cons6cutives
(Ax,Ay) d6placement impas6 aux particules
AXE d6placement entier des particules suivant 'axe x
Axe d6placement fractionnaire des particules suivant 'axe x
AX vecteur d6placement d'une particule entre les instants t et t±AT

diam~tre utile de lob jectif photographique
p(k,l1) fanction d'autocarr6latian discr~te

X longueur d'ande de limnpulsian laser
W (k, 1) fanctian de corr6lation crois6e discr6te
Cyk rayon dle 'image dle la particule k
V fr6quence spatiale

Indices et abreviations

cdm centre dle masse
FFT transform6e dle Fourier rapide
FTM fonction dle transfert dle modulation

Simage (matrice CCD)
g g~om6trique
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gau gaussien
h r6ponse impulsionnelle
k particule k
min minimum
max maximum
o objet (plan laser)
par parabolique

0 valeur maximale
* op6ration de convolution

proportionnalit6
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1. Introduction

Depuis quelques ann6es, la technique dle "V6locim6trie par Images dle Par-
ticules" (ou 'Particle Image Velocimetry" - PIV :voir [1 ,2]) s'affirme comme
une technique standard dle mesure de champs complets de vitesses dlans les
6coulements. A I'SL, ceffe technique a 6t6 mise en oeuvre sur diverses ins-
tallations exp6rimentales (tab. 1):

Installation Th~me d'6tude RWf~ences
bibi iogra phiq ues

soufflerie subsonique d~crochage dynamnique sur profil oscillant [3] 6 [1 3]

tunnel hydrodynamnique d~crochage dynamnique sur profil oscillant [14,15]

soufflerie supersonique di~dre [14,15]

soufflerie supersonique culot de projectile [14,15]

funnel de tir balistique projectile en voi [14,15]

Tab. 1 - Coroaktrsfiques des 6tudes 151 do PIV

Pour toutes ces 6tudes (sauf celle concernant le d~crochage dynamnique sur
profil oscillant en souftlerie subsonique oO une m6thode dle PIV photogra-
phique avait 6t6 utilis6e), les mesures ont 6t effectu~es 6 I'aide d'un syst~me
dle PIV commercial 6 support vid6o (enregistrement sur cam6ra CCD). Afin
d'utiliser ce syst6me dans de bonnes conditions, il est essentiel d'avoir une
id6e dle la pr6cision des m~thodes dle traitement utilis6es. D'autre part, une
analyse dle la Iitt6rature scientifique parue sur le th~me de Ia PlY montre que
ce point particulier (Ia pr6cision des m6thodes de traitement utilis~es en PlY
video) n'a 6t6 que peu 6tudi6. Enfin, si lavantage principal dle ces syst~mes
commerciaux dle PlY est dle permettre Ia r6alisation dle mesures dlans des
conditions "conviviales", son inconv6nienf maleur est que le logiciel dle d6-
pouillement des prises dle vues est une "boite noire ferm6e".
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Introduction

Ce constat fait qu'il est essentiel dle disposer, 6 I'SL, d'un logiciel dle d&.
pouillement dle prises dle vues "ouvert", donc 6volutif, qui serait compI~men-
taire du logiciel "ferm6" du sysf~me dle PlY commercial et qui permettrait
d'6tudier la pr6cision des math odes dle traitement utilis6es en PlY vid~o. De
plus, ce logiciel pourrait 8tre am6iior6 et adapt6 sp~cifiquement en fonction
dle 1'6coulement 6tudi6.

Pour 6valuer les performances d'un tel logiciel en termes dle pr6cision sur la
mesure dle la vitesse, il est n6cessaire dle disposer d'un mod~le math~mati-
que permettant dle simuler des images dle PIY. Un tel mod~le a 6t6 d6crit en
d6tail doans [16]. Dons le pr6sent Rapport, apr~s avoir rappel6 le principe
dle la m6thode dle PlY, nous exposerons bri~vement les grandes lignes du
mod~le d6crit doans [1 6], puis nous I'appliquerons 6 diverses configurations
dle particuies. [es simulations num6riques ainsi effectu6es fournissent des
r6sultats statistiques importants sur la pr6cision des m6thodes dle traitement
utilis~es en PlY vid6o.
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2. Modelisation d'un systeme de PIV video

2.1 Rappel du principe de Ila methode de PIV

II semble que ]a m~thode de PIV trouve son origine dans la technique du
"speckle" d6velopp6e initialement, vers ]a fin des ann6es 1960, pour des
6tudes de m6canique des solides. Mais le vrai depart de la PIV est beau-
coup plus r6cent (fin des ann6es 1980), gr6ce principalement au fort d6ve-
loppement de la mini- et micro-informatique. De nombreux articles de
r6f~rence sur 'histoire et I'6tat de 'art de la PIV pourront 6tre trouv6s dans
[1] et [13].

La technique de PIV reprend la majeure partie d'un dispositif classique de
visualisations par plan laser : on commence donc par cr6er un plan de lu-
miere laser (fig. 1) en utilisant des optiques appropri6es (lentilles cylindri-
ques et/ou sph6riques). On ensemence ensuite I'ensemble de I'•coulement
6 'aide de petites particules (de taille typique 1 jim) et on enregistre l'image
de ces particules sur un support photographique ou vid6o. Si cette op6ra-
tion est r6p6t6e un court instant AT (de I'ordre de quelques dizaines de gis)
plus tard, on obtiendra un ensemble de doublets de deux points, chaque
doublet montrant la m~me particule 6 deux instants diff6rents (t et t + AT)
et deux endroits diff6rents (X-t) et X-t+AT)) puisqu'elle s'est d~plac6e entre
les prises de vues en suivant I'6coulement (fig. 2). Si 'on parvient ensuite 6
regrouper les doublets de chaque particule et 6 trouver leurs positions res-
pectives, on d6terminera, 6 partir de lintervalle de temps AT s~parant les
deux prises de vues, la norme et la direction du vecteur vitesse local par

--4 ---
-> -4 X(t+AT)-X (t)
V(X,t) = MAT

o6 M repr6sente le facteur de grandissement entre le plan image (pellicule
photographique ou matrice CCD) et le plan objet de I'6coulement.
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Mod~Iisation d'un syst~me de PIV vid6o
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11 reste ensuite 6 d6terminer le signe du vecteur vitesse en effet, si les deux
images sont enregistr~es sur le m~me support, le plus souvent photographi-
que (d~pouillement par autocorr6lation), il n'est pas possible dle savoir le-
quel des deux points correspond au premier instant de prise de vues et
lequel correspond au second (fig. 2b ci-dessus). Pour lever cette ambigu~ft6,
comme dans le cas de l'an6mom~trie laser Doppler (LDA), on d6termine la
vitesse par rapport 6 une r6f~rence connue non nulle ce proc6d6 est connu
sous le nom de d6calage d'image ("image shifting") § 4.3.4 dle [1 31.

11 est 6 noter ici que ]a technique dle PlY peut 6tre employ6e sans avoir re-
cours 6 l'utilisation d'un dispositif dle d6calage d'images. En effet, l'ambigulf-

t6sur le signe de la vitesse est lev6e d~s lors que I'on utilise, par exemple,
deux fen~tres dle corr6lation diff6rentes provenant dle deux images succes-
sives dle l'6coulement sur une cam6ra CCD :voir [I]. Le d~pouillement des
prises de vues se fait alors par une technique d'intercorr6lation (ou corr6la-
tion crois6e) qui est de plus en plus souvent employ6e. Dons Ia suite dle ce
Rapport, nous consid6rerons donc le cas dle prises dle vues par cam6ra
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Mod6lisation d'un syst~me de PIV vid6o

CCD (PlY vid~o) et les deux types dle d6pouillement possibles :autocorr6-
lation et corr6lation croisee.

Si le principe g6n6ral dle la m6thode d6crite ci-dessus semble simple, elle
n~cessite n6anmoins un dispositif exp6rimental tr~s complet : dispositif d'en-
semencement, source laser, syst~me d'enregistrement et dle d6calage d'ima-
ges. Lensemble dle ce dispositif ainsi que certains probl~mes annexes
(synchronisation, choix des param~tres dle prises dle vues, validation et pr6-
cision des r6sultats, etc.) sont trait6s en d6tail doans [1 ] et [1 3].

2.2 Modelisation du systeme optique

Comme pr6cis6 doans 'introduction, nous ne rappelons ici bri~vement que
les grandes lignes du mod~le d6crit en d~tail doans [1 6].

2.2.1 Notations
La figure 3 ci-dlessous sch6matise dle mani~re simple les 6l6ments princi-
paux d'un syst~me dle PlY vid6o :le plan objet (plan laser) est d~fini par un
rep~re direct orthonorm6 (O,X,Y,Z), alors que le plan image est d6termin6
par un autre rep~re direct orthonorm6 (o,x,y,z) tel que:

"* a et 0 se trouvent sur la normale (axes Z et z) au plan de lob jectif et
sont images Pun dle lautre par cet objectif,

"* les X et x sont parall~les et dle sens oppos6, dle m~me que les axes Y
et y,

"* les axes Z et z son t confondlus et dle m~me sens.

Y plan objet
X Objektbene

tý plan laser
z Lichtschnift

objektiv pla im g C D Fig. 3 - Notation pour les rep~res Old~ss

Le choix dle ces rep~res permet d'6viter les signes "momns" qui apparaissent
d'habitude doans les relations analytiques d'optique g6om~trique du fait des
renversements entre objets et images g6om6triques. Avec nos notations,
nous aurons, donc entre objet et image

x = MX et y zMY (2)

ob M est le grandissement image-objet : = 11(3)
1 d 1 2

En utilisant la relation de conjugaiison : -+ -=-.(4)

TI d2  {
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obi f est la distance focale dle l'ob jectif, on obtient aussi

(5) ~d2 =f(M-i-) et dl = fM~l

Nous supposerons, pour simplifier, l'intensit6 10(X,Y,Z) du plan laser
(1I)= objet) comme 6tant pratiquement uniforme et constante suivant les
axes X et Y (en fait, la forme dle la loi W0 X,Y) ne va pas intervenir explicite-
ment dlans la suite). Suivant 'axe Z (6paisseur du plan laser), nous pren-
drons une distribution gaussienne:

(6) 10(Z) =10 exp[f-8(Z-Z0 )2/AZ 2]

ob~ ZO est ia cote du centre du plan laser et AZ. son 6paisseur correspon-
dlant 6 10/e 2. En cela, nous nous conformons aux mod~les adopt6s par
d'autres auteurs [16].

Nous supposerons, d'autre part, que l'6paisseur AZ0 du plan laser est sup&-
rieure 6 la profondleur dle champ du syst~me optique utilis6, donn6e par:

(7) ~~5Z = 4(1+ I) 2 f# 2 X

Dons cette relation, f# d~signe 'ouverfure relative dle l'ob jectif (f# = f/0) et
X. Ia longueur d'onde moyenne du faisceau laser cr~ant le plan laser. Cefte
relation est obtenue en consid~rant qu'un objet ponctuel donne une image
constitu6e dle sa tache dle diffraction th6orique (voir la d6monstration dlans
'annexe B dle [1 3]) . Al'aide dle cette hypoth~se AZ_ ! 8Z, nous pourrons
consid6rer que toutes les particules 6 I'int~rieur du plan laser dlonneront des
images nettes sur la matrice CCD et, ainsi, nous n'aurons pas 6 prendre en
compte les aberrations dle mise au point.

2.2.2 Relation principafe
11 ressort des trait6s d'optique th6orique que, dle fagon g6n6rale, limnage fi-
nale d'un objet sur un capteur optique (pellicule photographique,
matrice CCD) est donn6e par la convolution entre la r6ponse impul-
sionnelle dle la pupille dle sortie' du syst~me optique et limnage g6o-
m~trique dle lob jet (voir, par exemple [1 7], 6quation 6-5, page 97).

Cette relation g6n6rale s'6crit, dlans le cas d'un 6clairement coh6rent en ter-
mes de champ 6Iectrique ou magn6tigne U r6el:

(8) Ui(x,y,t) = h(x,y) * Ug(x,y,t)

o6 h(x,y), t, les indices i et g d~signenf respectivement la r~ponse impulsion-
nelle, le temps, les termes d'image et dle g6om6trie. L'intensit6 correspon-
dante au champ ci-dlessus pourra ainsi se calculer suivant

1. Pour simplifier, on assimilera la pupille de sortie 6 la forme g6om6trique de lobjectif.
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i~(x,y) -Ih(x,y) * U g(XY~t) 1 2 (9)

Ici, nous n'explicitons pas les diff6rents termes multiplicatils constants qui in-
terviennent : ainsi, le signe -d6signe une proportion nalit&.

En PlY, on peut raisonnablement supposer que la densit6 dle particules dle
l'6coulement est telle que I'on peut n6gliger les superpositions des taches
centrales dle diffraction des images des particules dlans le plan image. On
peut alors montrer que la relation pr6c~dente peut s'6crire:

+00 2
Ii(X'y) -~ -0 h(x-xo,y-yo) IIg(x0,yO,t) dxodyo (1 0)

= Ih(x,y) 1 * Ig(x,y) .

2.2.3 Mod6lisation de la r~ponse impulsionnelle du systeme optique
Dans le cas d'un objet illumin6 en Iumi~re monochromatique coh6rente
(cas d'un laser), la r6ponse impulsionnelle d'une lentille mince sans ab6rra-
tions (donc uniquement limit6e en diffraction), dle distance focale f et dle dia-
m~tre 0, est donn~e par la figure dle diffraction dle Frauenhofer dle
louverture de cette lentille, c'est-6-dire Ia figure dAiry (voir [1 7], pp. 87-88)
qui s'exprime 6 'aide d'une fonction dle Bessel dle premi~re esp6ce (voir
[1 6]). Une approximation particuli6rement utile pour simplifier les calculs
consiste 6 repr~senter la figure d'Airy par une fonction gaussienne du type:

G~x~,(5 = m ep [(xl+ y2 )

En pratique, dlans le cas d'un objectif reel dle cam~ra, les imperfections
(aberrations) doivent 6tre prises en compte. Une m~thode simple consiste 6
quantifier ces aberrations dle facon globale par lutilisation dle Ia fonction dle
transfert dle l'optique consid&r6e (voir, par exemple, [1 7], p. 1 05). En sup-
posant que dlans le cas dle prises dle vues dle PlY les caract~ristiques optiques
dle l'objectif sont bien repr~sent~es par Ia FTM (Fonction de Transfert dle
Modulation) mesur6e en 6clairement incoh~rent et en approximant cette
m~me FTM par une fonction gaussienne, on peut finalement montrer que
la r~ponse impulsionnelle en intensit6 d'un objectif r6el sera d~crite par Ia
fonction gaussienne G(x, Y, GO) 06 Gh est d6termin6 par la FTM dle lob jectif
suivant la relation

-~(1 2)

Dans cette relation, GFTM est une grandeur caract6ristique dle la FTM dle
l'ob jectif consid6r6 (voir [1 6]). Si Ion suppose enfin que Ia r~ponse impul-
sionnelle en intensit6 est ind6pendante dle Ia position dle Ia particule objet
k (invariance spatiale des performances optiques), on peut alors 6crire Ia
r6ponse impulsionnelle pour une particule objet situ~e en (Xk,Yk,Zk) sous Ia
forme
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(13) 1 h(x,y) 12 =I h12 G(X-MXk,Y-Myk,(Yh) avec Gh = I7aT

2.2.4 Mod6lisation de I'image g~omn~trique de I'objet
Dons le cas d'un 6cloirement coh6rent, I'amplitude complexe dle l'image
g~om6trique d'un objet est d6fini dons le plon image (x,y) por (voir [1 7],
6qu. 5-43, p. 89):

(1 4) Ug(X'Y) x~U(j MY_

ob Uc,(X,Y) repr~sente loamplitude dle 'ondle complexe imm6diotement der-
ri~re l'ob jet (voir [1 7], p. 84).

En supposont, comme au parogrophe 2.2.2, que les toches centrales de
diffroction de ces porticufes ne se superposent pos dons le plan image, l'in-
tensit6 doans le plan image s'6crit, pour un objet constitu6 de n particules

(15) gx' =M k- Uo,k M' M2 o,kM

Pour des raisons dle simplicit6 doans l'op6rotion dle convolution (la convolu-
tion de deux fonctions gaussiennes reste une fonction gaussienne) et puis-
que la r6ponse impulsionnelle dle l'optique est elle-m~me dle forme
goussienne, nous repr6senterons 6galement chaque terme Io~k par des
fonctions gaussiennes, et l'intensit6 de l'image g~om6trique s'6crira finale-
ment:

n

(16) Ig (x,y) I 10',k kt G(x-MXk , Y-Myk MRk

k=1

Cette formule permet ainsi dle colculer 'image g6om~trique dons le plan
image (o,x,y) d'un ensemble de n particules dle rayon Rk situ6s aux points
(Xk,Yk,Zk).-

2.2.5 Calcul de V' intensit6 lumnineuse arrivant sur la matrice CCD
Dons le cas d'un objectif id~al uniquement limit6 en diffraction, nous pou-
vons 6crire, d'apr~s les paragraphes pr6c6dents, l'intensit6 lumineuse arri-
vant sur la cam6ra CCD sous la forme:

(17) li(x,y) = I h(x,y) 12 *18g(x,y)

o6i le terme I h(x,y) 2' est repr6sent6 par une fonction goussienne. Or, la
convolution de deux fonctions goussiennes reste une fonction goussienne
et, par cons6quent, nous obtenons final ement:
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n

Ij(x'y) = Ik G(X-MXk ,Y-Myk T!) (8

k=1

avec Uk = j(MRk )2 + (1,22kf#(M+1)) 2  (19)

k-4 (20)

Dons cette expression, le terme Ik repr6sente l'intensit6 maximale de I'ima-
ge de la particule k et le terme 0fk' le rayon en intensit6 de l'image de cette
particule (valeur 6 Ik/e2).

Dons le cas d'un objectif r6el, nous avons dle la m~me faqon que ci -dessus

n

Ij(x'y) Y, Ik G(x-MXk , Y-MYk T)21
k=1

mais avec cette fois:

Gk (MRO 2 + 1 (22)

et 'kIc h 12 10,k kt ( Rk)2 (23)

Comme au paragraphe pr6c6dent, le terme Ik repr~sente l'intensit6 maxi-
male dle 'image de la particule k et le terme GO' le rayon en intensit6 de
I'image dle la parlicule k (valeur 6 Ik/e2).

2.3 Modelisation de la camera CCD

Nous avons vu au paragraphe pr&c~dent que, dons tous les cas, f'intensit6
lumineuse diffus~e par les particules et arrivant sur la matrice CCD est don-
n6e par la relation suivante

n

Ij(x'y) = Ik G(X-MXk ,Y-MYk T ) (24)

k=1

o6 les expressions de Ik et Cyk varient suivant l'approximation consid6r6e
(objectif id6al ou r~el). 11 s'agit maintenant de mod6liser I'action de la ma-
trice CCD pour en d6duire le signal d~livr6 6 so sortie. Nous nous limiterons
aux caract~ristiques principales d'une matrice CCD sch~matis~es par les
diff6rents points suivants
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a int~gration spatiale sur chaque pixel,

a gain et bruit,
* quantification.

Pr6cisons ici la disposition dle la matrice CCD :nous supposons celle-ci
constitu6e dle n X n pixels selon le sch6ma dle la figure 4 (le point dle coor-
donn6es (i~j) correspond au coin inf6rieur gauche du pixel (i~j)).

n

j---------------------------------- pixel

Fig. 4- Diposifion et notation pour les pixels de A7

mairce CCD

2.3.1 Int6gration spatiale
Une des caract~ristiques principales d'une cam~ra CCD est de dlonner,
pour chaque pixel (i~j), un signal dle sortie proportionnel 6 l'intensit6 moyen-
ne reque par ce pixel. Ceci peut s'6crire de fagon simplifi6e sous la forme
suivante

(25) S' ~ff (Ij (x,y) dx dy

o6l A d~signe la taille d'un pixel (suppos6 6tre carr6). Avec 1'expression ci-
dlessus dle 11(x,y), il vient finalement

E Ok 2 11
(26) S1,1 - 8(y 1 Ik [erf(T2 ) - erf(T1)] [erf(T4) - erf(TA)]

k=1

Les int6grales qui interviennent ci-dlessus peuvent s'exprimer ais~ment par
l'interm6diaire dle la "fonction d'erreur" erf(x) d~finie par:

(27)~~~ erfx x exp(-t2 ) dt

avec ~ T 1 )2[iA -MXk] ; T2 = [2 (i+1I)A -MXk]I
(28) cOk k

T3=-F A-Mk T4 = [F2(0+1)A -Myk1]

2.3.2 Gain et bruit
Pour simplifier, consid~rons que le seul r~glage dle la cam6ra CCD est celui
d'un gain G. De plus, le bruit introdluit par les circuits dle la cam6ra sera
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note B1,j our chaque pixel (i~j) dle telle sorte que nous 6crirons le signal dle
sortie pour ce pixel (i~j) sous la forme

S 1 j :=G Si + i (29)

2.3.3 Quantification
Dons le cas d'une cam6ra CCD classique, la quantification s'effectue g6-
n6ralement sur 8 bits, c'est-6-dire sur 256 niveaux dle gris compris entre 0
et 255. En assimilant le signal d'entr6e du quantificateur 6 S'jj, le niveau
dle gris Ni,1 du pixel (i~j) s'6crira finolement

Ni =Osi S. < 0

Njj= E( SJ+ 1/2) si 0•ýSi < 255 (30)

Nj= 255 si S.. > 255

Le cas id6ai est celul o6~ le bruit Bjest nul ou n6gligeable et o6 le gain est
parfaitement r6gI6 dle telle sorte que la dynamnique compI~te du quantifica-
teur 8 bits soit utilis~e, soil N1,1min =-0 et (Niji)max -=255. En fail, les prises
dle vues r6elles dle PlY sont souvent loin de satisfaire 6 ces conditions (voir
[16]).

2.4 Validation du modele anallytique

Le mod~le analytique d6velopp6 ici n~cessite d'&tre valid6 avant son utilisa-
tion pour des simulations num~riques. On peut alors faire les commentaires
suivants;

0 les autres mod~les dle PlY propos6s jusque-l6 font tous l'hypoth~se
d'images dle particules dlont l'intensit6 est dle r6partition gaussienne
(voir [1 ,2]), comme dlans notre moddle;

0 pour la quasi-totalit6 des autres mod~les dle PlY propos6s jusque-16,
on suppose le syst~me optique de prises dle vues comme 6tant parfait,
sans aberrations, ce qui mane 6 Ia relation (1 9) pour le rayon des
images dle particules. Dons [1 6], on montre que cette relation sous-
estime le rayon des images dle particules, alors que la relation (22)
en donne une estimation correcte.
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3. Me'thodes de tra itement des prises de vues de PIV

Comme pour le chapitre pr6c~dent, seules les relations principales sont
rappeI~es idi les d~tails sont explicit6s dans [16].

3.1 Autocorrelation et correlation croilsee

Dons ce paragraphe, nous n'abordons que les formes les plus simples des
m6thodes dle corr~lation utilis~es en PIV. D'autres formes dle corr6lation
existent et sont classiquement utilis6es en PIV (par exemple, le coefficient de
corr6lation :voir [1 6]).

3.1 .1 Autocorr~lation
Classiquement, le traitement des prises dle vues de PIV est effectu6 par une
technique d'autocorr6lation lorsque les deux prises dle vues aux instants t et
At+T sont enregistr~es sur la me-me image vid6o. On calcule alors une
foniction discr~te d'autocorr~lation qui peut s'&crire sous sa forme la plus
simple:

(p(k, 1) = NXi,j Ni+k 1j+l (31)
Ii

o0i les Ni~j sont calcul6s 6 partir du mod~le du chapitre 2. La figure d'auto-
corr~Iation ainsi obtenue sera compos~e d'un pic central tr~s 6Iev6 corres-
pondant 6 un d6calage k = I = 0 (pic d'autocorr6lation d'ordre, 0) et deux
pics (d'ordre 1 ) sym~triques par rapport 6 ce pic central et dlont la position
par rapport au pic central correspond 6 Ia mayenne des d~placements dle
toutes les particules dle I'aire d'interrogation. La vitesse locale moyenne dle
I'6coulement dans cette aire s'obtient ensuite ais~ment en determinant nu-
m6riquement la position dle ces pics et en tenant compte dle l'intervalle dle
temps AT entre les deux impulsions lasers et du grandissement M entre le
plan oblet et la matrice CCD, selon l'quation (1).

Les termes po(kI) peuvent 6tre calcuI~s directement selon I'quation (31),
mais il est bien plus rapide, d'un point dle vue num~rique, d'utiliser des
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transform6es de Fourier rapides (FFT) directes et inverses (voir le th6or~me
dle Wold et Wiener- Kh intchine [16]).

3.1 .2 Corr6lation crois6e
Lorsque les deux prises dle vues aux instants t et t + AT sont enregistr6es sur
deux images vid6o diff~rentes, le d6pouillement se fait classiquement par
une technique de corr6lation crois6e et on calcule alors une fonction dis-
crate dle corr6lation crois6e qui peut s'6crire sous sa forme la plus simple

(32) xV(k, 1) Ni j N1 N 1 +k, + I

ii

oO i.N d6signe le niveau dle g ris de l'image enregistr6e 6 l'instant t et N'11,
le niveau dle gris de l'image enregistr~e 6 l'instant t + AT. La figure dle car-
r6lation crois6e ainsi obtenue sera, cette fois, cornpos6e d'un seul pic 61ev6
dont la position par rapport au centre dle la figure dle corr6lation correspond
6 Ia moyenne des d~placements dle toutes les particules dle I'aire d'interro-
gation. La vitesse locale moyenne dle l'6coulement dlans cette aire s'obtient
ensuite dle la m~me faqon que dlans le cas dle I'autocorr~lation.

L6 encore, les termes xV(k,I) peuvent 6tre calcul~s directement selon 1'6qua-
tion (32), mais il est plus rapide, d'un point de vue num6rique, d'utiliser des
transform6es de Fourier rapides (FFT) directes et inverses.

3.2 Interpolation sub-pixel

Les m~thodes d'autocorr~Iation et de corr6lation crois6e permettent de re-
trouver le nombre entier dle pixels (appel6 "d6placement entier") le plus pro-
che des vrais d6placements; programm6s (la pr~cision dle mesure est donc
dle ± 1/2 pixel). La pr6cision de mesure d'un syst~me de PIV vid6o sera
alors, dlans une certaine mesure, ind6pendante de ce d6placement entier et
ne d~pendra que du d6placement fractionnaire impose.

Pour obtenir une meilleure pr~cision, il est n6cessaire de trouver le "d~pla-
cement fractionnaire" manquant : des m6thodes dites d'Vinterpolation sub-
pixel" sont n6cessaires. Pour la composante de d6placement Ax suivant
l'axe x, nous 6crivons:

(33) Ax = AXE + Axe

06~ AxE et Ax. d6signent respectivement les d6placements; "entier" et "frac-
tionnaire". Dons la suite, nous nous attacherons 6 determiner Ax,.

11 existe actuellement, dlans la litt~rature, trois m6thodes classiques pour
trouver Axe :

"* une m6thode de centre dle masse (barycentre),
"* une m6thode d'alustement dle fonction parabolique,

*une m~thode d'ajustement dle fonction gaussienne.
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Pour ces trois m6thodes, la premi~re 6tape consiste 6 effectuer un change-
ment de rep~re par translation sur les axes x et y de la figure de corr6lation
consid~r6e de telle sorte que le pixel de niveau de gris le plus 6Iev6 (not4
R0) se trouve 6 l'origine x = y = 0 de ce nouveau rep~re. Nous ne consi-
d6rerons ensuite que les niveaux de gris imm6diatement 6 gauche et 6 drol-
te de R0, niveaux qui seront respectivement not~s R-1 et RI (fig. 5). Les autres
niveaux de gris sont consid~r~s comme immerg6s dans le "bruit de fond" de
la figure de corr6lation et n'interviendront donc plus dlans la suite. Le d~pla-
cement fractionnaire AxF sera alors donn6 par l'abscisse du "centre" de la
distribution des niveaux de gris R-1, R0 et R1. Les trois m6thodes d6velopp6es
dans la suite se distinguent par ia fagon de d6finir le "centre" de ces trois
niveaux de gris. On obtient finalement (voir [1 6])

"* M6thode de centre, de masse (barycentre)

(xcd RRI- R1(34)

"* M6thode d'ajustement de fonction parabolique

(A a -2R.R1 -R, (35)

"* M6thode d'alustement dle fonction gaussienne

In R1 -InR1  36
(AXF)gau =2(ln R-1 + In R1 I 21n R0) (6

1 __gaussienne

Gaul3sche Funktion
08 parabole
08 Parabelfunktion

wL 0.6 R,

Xa 0,4 ,

E 0Rfig. 5 - Mthode d'ojustement par des
0,2 -fonctions porobolique et

goussienne
0__

-2 -1 0 1 2
axe x
x-Achse
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4. Simulations nume'iques

4.1 Generallites

Dons ce Rapport, plusieurs; configurations dle particules seront consid~re'es

" doans un premier temps, nous simulerons des prises de vues sans bruit
de fond :le premier des deux paragraphes concern6s traitera le cas
cJ'une seule particule pr6sente doans I'aire d'interrogation (§ 4.2), tan-
dis que le second traitera le cas dle plusieurs particules pr~sentes doans
cette aire d'interrogation (§ 4.3);

" doans une secondle partie, nous introduirons du bruit doans les simula-
tions des diff~rentes prises de vues (§ 4.4);

"* enfin, doans une troisi~me portie, nous aborderons le cas d'aires d'in-
terrogation en pr6sence dle gradients de d6placement (§ 4.5).

Avant dle commencer les simulations, il est n6cessaire dle pr~ciser quelques
points.

4. 1.1 Variables al6atoires
La m~thode dle PlY n'est pas une m6thode enti~rement d6terministe doans le
sens o6 elle comporte un caract~re al~atoire important dO principalement
aux particules utilis6es. En effet, en pratique, les grandeurs li6es aux parti-
cules (position, taille, densit6, d~placement) sont des grandeurs al6atoires
et ne peuvent 8tre d6finies que dle faqon statistique. Pr~cisons ces diff6rents
points

*position des particules :elle d6pend du g6n6rateur dle particules et
de l'6coulement. En toute rigueur, la position initiale des particules
(i.e. lors; de la premi~re exposition) est foniction, pour un g6n6rateur
dle porticules donn6, dle la turbulence dle I'6coulement consid6r6.
Pour simplifier, nous repr~senterons la position initiale des particules
par une distribution uniforme
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"* rayon des particules :le rayon reel des particules d6pend du g6n6ra-
teur dle particules et est souvent repr~sent6 par une distribution log-
normale ou dle Weibull [13]. Dans nos simulations, ce n'est pas le
rayon reel Rk des particules qui intervient, mais celui U~k des images
des particules. Pour simplifier, nous repr6senterons le rayon 0~k par
une distribution normale (gaussienne);

"* densit6 dle particules :elle d~pend 6galement du g~n6rateur dle par-
ticules et dle e'6coulement et sera repr6sent6e par une distribution nor-
male ;

"* d~placement des particules :il d6pend dle 1'6coulement et sera (pour
une aire d'interrogation donn~e) soit constant pour un 6coulement
uniforme (§ 4.2 6 4.4), soit variable dons le cas dle pr~sence dle gra-
dients dle d6placement (§ 4.5).

Une autre grandeur al~atoire est constitu6e par 'ensemble des sources dle
bruit du dispositif dle prises dle vues (cam6ra CCD, r~flexions parasites, etc.)
et sera mod6lis6e au paragraphe 4.4 par une distribution normale.

4.1 .2 Conditions optimales en PlY
Des 6tudes ant6rieures ont d6termin6 les conditions optimales dle prises dle
vues dle PlY [1 ,2,1 3]. Ces conditions portent essentiellement sur le nombre
dle particules pr~sentes dans chaque aire d'interrogation, sur leur d6place-
ment et leur rayon

"* le nombre dle particules pr6sentes dans ia Ien~tre d'interrogation (dle
taille 32 pixels x 32 pixels, dans notre cas) doit 8tre sup6rieur 6 7 en
corr6lation crois6e, et dle l'ordre dle 1 5 en autocorr~lafion

"* le d~placement des particules doit 8tre de I'ordre du quart ou du tiers
dle la taille dle la fen~tre d'interrogation en autocorr~lation (dons no-
tre cas, compris entre 8 et 1 0 pixels).

4.1 .3 Mod~Ie num6rique
Une synth~se des relations analytiques obtenues au chapitre 2 montre que
la r6partition des niveaux dle gris dle chaque pixel d6pend directement des
trois variables suivantes (la taille des pixels dle la CCD 6tant une constante)

"* les positions xk = MXk et Yk = MYk des centres des images de parti-
cules sur la CCD :elles seront repr~sent~es par une distribution uni-
forme (voi r §4. 1 .1) ;

"* le rayon UYk des images dle ces particules :pour des prises dle vues ty-
piques dle PlY, on obtient des rayons-images dle l'ordre d'une dlizaine
dle [tm, ce qui correspond 6 1 6 2 pixels ;

"* l'intensit6 maximale dle 'image dle ces particules, d6termin6e par le
prodluit G 'k, G 6tant ici le gain dle la CCD. Ce prodluit G Ik fait in-
tervenir un certain nombre dle grandeurs inconnues (10,k et kt). Pour
simplifier, nous consid6rerons le terme G Ik comme constant.

A partir dle ce qui pr6c~de, nous sommes maintenant en mesure dle cons-
truire un mod~le num6rique pour simuler un syst~me dle PlY vid~o.
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4.2 Cas d'une seulle particulle presente dons I'aire
d'interrogation

Pour commencer, consid6rons le cas le pius simple possible :6 l'instant tj
dle la premi~re prise dle vue dle PIV ne se trouve qu'une seule porticule dons
loire d'interrogation. A 'instant t2 =tl + AT, cette m~me porticule se trouve
toujours dlans la m~me aire d'interrogation, mais doans une autre .position.
Nous supposons quoaucune autre porticule n'entre dons cette oire d'interro-
gotion entre les instonts t1 et t2. D'outre port, nous supposons que les con-
ditions dle prises dle vues et dle r6gloge dle ]a cam~ra CCD sont porfoites,
c'est-6-dire (voir § 4.1):

"* posdce bruit : Bi,1 0,

"* CCD juste sotur6e : G Ik = 255.

4.2.1 Exemple
La figure 6 montre un exemple dle r~partition tridlimensionnelle des niveaux
de gris Nij doans le cas consid6r6 ici. Cette figure a 6t6 colcul6e 6 portir des
relations (30) du poragraphe 2.3.3 et repr6sente la m~me parficule aux ins-
tonts tj et t2. Les niveoux dle gris dle la figure 6 ant 6t6 adimensionn~s par
255.

0) 25

Les posiion (25 tlsdpaeens(xA)d oprtcl cossa a
sard) son

0.x~1) 1= 102 ixl t x1 =1,6 ies

0 x=xt)- xt1  12,71 piel et Ayarifo = yit2) -yst 4,4 pixels

quera quetos x)e le s d6placement s Ay de la particule est spiieu au dhacmeto-

Luisquyun e sele particule ninteriena t6 fici. (, ,7pie.Onr

Lo figure 7 repr6sente la fonction d'outocorr6lotion correspondont 6 Ia figu-
re 6. On observe bien un pic centrol 6lev6 et deux pics principaux sym6tri-
ques par rapport 6 ce pic centrol, et qui donne le d~plocement des
particules [16].
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fig. 7- Fonction d'autocorr6lotion correspondantdo 0- 20 ax

figure 6

axe x 50 60

Dans le cas o6j les deux prises de vues 6 ti et t2 sont enregistr~es sur deux
images diff6rentes (d6pouillement par corr~lation crois~e), on obtient les fi-
gures 8a et 8b.
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fig 8 -R~orifonIfdienioneledes nIa mxtdoderi deNtnt Forr.athon m~ariso uniquementinel des nia mohode g d inferpola-

gr9.Lapiaindsmtoe ineption sub-pixel 6choisienfi
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'060

03

8 0-20 axe y Fig. 9 - Fonclion de corr~lolion crois6e correspondoant
10 20- 10oux figures 8o et 8b

Ax [pixel] ex [pixel] Ay [pixel] ey [pixel]

centre de masse 12,74 +0,03 4,13 ±0,01

parabole 12,67 -0,04 4,14 0,00

gaussienne 12,61 -0,10 4,19 -0,05

Tab. 2 - Rksltats des ni6thodes dinterpololion sub-pixel

4.2.2 Convergence dle lerreur de d6placement
L'erreur de d6placement, d6finie 6 Ia fin du paragraphe pr6c6dent, sera
maintenant 6tudi6e dle mani~re statistique. Pour ceia, traqons les courbes
dle convergence dle 1'erreur dle d6placement (en moyenne et en 6cart type)
en fonction du nombre dle simulations (300, en tout) pour une particule dle
rayon 6gal 6 0,87 pixel dlont la position 6 l'instant t1 est al6atoire et le d6-
placement identique 6 celui de 1'exemple du paragraphe 4.2.1 (fig. IlOa et
IlOb).

0,1 0.1

0,09
0.80,08

0,06 _____________ _ 0,087

S04rnoyenne str 30 itrations *~0,06
0Mitteiweri aus 300 Iterationen .

Eo cdrn 0,05 -moyenne sur 300 itrations
.0 Mitteiwert eus 300 Iterationen~,0,02- + par

x gau 0,04 o: cdmn
+ :par

0 003x: gau

0,02 a 9 o 0CC
-0,02

0,01

-0,041 o
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

somrnbre d'itdrations nomnbre d' ittrations
Zaht von Iterationen Zahl von Iterationen

Fig. I Ou - Con vergence do l'erreur do d6plarement (nicoyonne, en Fig. l0b - Convergence do l'erreur do d6placement (6cart type, on
pixel) en fonction du nonibre do simulations pour los trois pixel) en fonction du nombre do simulations pour/oes trois
in6thodos d'intorpolation sub-pixel (rayon do 0, 87 pixel) ni6thodes d'intorpolation sub-pixel (rayon do 0,87 pixel)
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Les convergences de 'erreur en moyenne et en 6cart type sont 6tablies assez
rapidement. 11 suffit d'effectuer une centaine d'it~rations pour obtenir des
r6sultats satisfaisants :au-deI6 de cette valeur, ni l'erreur moyenne, ni
I'6cart type ne varient de plus d'un centi~me dle pixel.

Tragons les m~mes courbes pour un rayon dle 1 ,6 pixel (fig. 11 a et 1 1 b). La
convergence est obtenue beaucoup plus rapidlement que pour le rayon dle
0,87 pixel. Par contre, la valeur mayenne de 1'erreur obtenue par la m6tho-
de d'interpolation par le centre des masses augmente beaucoup Iorsque le
rayon passe de 0,87 6 1 ,6 pixel.

0,18 5 X0,moyanne aur 300 itdrations
9 OaOZ elO~ e Mittelwert aus 300lIterationen

0.16 -moyenne sur 300 btrations 4,6 o: cdmn
Mitteiwert ausa 300 Iterationen+:pa

0,14 o: cdm 4+pa

0.2+ :par tz35x: gau
0,12 x: gau

0,1 1a
0,08 0.0 2,5

0,06 2

0104-1,5

0,02-
0,5

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
nombre d' Mtrationa nomrbre d'itdrationa
Zehi von Iterationen Zehl von Iterationen

Fig. I I a - Convergence de l'erreur do r~placement (ma yenne, en Fig. 1 lb - Convergence de l'erreur de d6placement (6cart type, en
pixel) en fonction du nombre de simulations pour los trois pixel) en fonction du nombre de simulations pour los trois
m6t bodes dintorpolation sub-pixel (rayon de 1, 60 pixel) m6thodos dintorpolation sub-pixel (rayon do 1,60 pixel)

Les r6sultats ainsi obtenus sont consign~s dons les tableaux 3a et 3b sui-
vants:

M~thode Valeur moyenne Ecart type
centre des masses 0,056 }0,020
parabolique 0,066 {0,072
gaussienne -0,013 {0,058

Tab. 3a - Erreur de d6placement (mayenne et 6cart typo) en pixel pour un rayon do 0,87 pixel

M~thode Valeur moyenne Ecart type
centre des masses 0,1 72 1'0,00 1
parabolique 0,033 0,003
gaussienne 0,000 0,003

Tab. Ab - Erreur do d6placement (ma yenne et 6cart typo) on pixel pour un rayon do 1,60 pixel

4.2.3 R~partition de lerreur de d~placement
Pour tracer les courbes de convergence pr6c~dentes, nous avons effectu6
300 simulations. Reprenons ces m~mes r~sultats pour tracer les histogram-
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mes repr�sentant Ia r6partition de 'erreur de d�placement commise suivant
[axe x (en nombres de pixels) lorsque Ia parlicule pr�sente a un rayon de
0,87 pixel (fig. 1 2a 6 1 2c). Chaque figure correspond 6 une m�thode d'in-
terpolation parmi les trois propos�es (centre des masses, parabole, gaus-
sienne).

9C 5C

80

70 40
35

60
e �, 3Q
e

'o� 50
25

�:e 40 �
20

Wa,
30 15

20 10

10 5

C C
-0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2 -0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2

erreur sur x erreur sur x

Fehier aufx Fehier eufx

a) m�thade d7nterpalatian cenfre des masses b) m6thade d'interpala!ian parabale

6C

50

40
a,

30
'aS

20

10 fig. 12- ilistagrammes de r�partillan des erreurs cammises sur le
d�placement (en pixel)

C
-0,2 -0,15 -0,1 -0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2

erreur sur x
Fehler aufx

c) m6thade d7nterpalatian gaussienne

La m6thode du centre des masses donne Ia r6partition d'erreur Ia plus �troi-
te, ce qui se traduit par un foible 6cart type. Les deux autres m6thodes don-
nent, au contraire, une r6partition de 'erreur plus �tal6e et donc un 6carl
type plus imporfani. Les erreurs les plus importantes sont obtenues avec Ia
m6thode parabolique.

Tra�ons ces m�mes histogrammes pour un rayon de 1,6 pixel (fig. 1 3a 6
1 3c). Le nombre total d'it6rations est toujours 6gal 6 300. Les histogram-
mes sont, cette fois, beaucoup plus pointus et donc les 6carts types seront
beaucoup plus petits que dans le cas pr�c�dent.
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Fig. 13 - Ilistogrammes de r6partition des erreurs commises sur le 50-

.d~placement (en pixel) 012 411-,5 0050101 .
. .. . .. .. ... .. . .. .. . .. . .. .- 02 -,1 -01 0,0 0 0,0,01151500

erreur sur x
Fehier aufx

c) m6thode dinterpalafion :gaussienne

4.2.4 Influence du d6placement fractionnaire sur lerreur de d6pla-
cement

Dons la pr6sente configuration de particules, 1'erreur de d6pfacement ne
d6pend pas du d6placement entier, mais uniquement du d6placemenf frac-
tionnaire d~fini dans [1 6] et rappel6 au paragraphe 3.2. Pour 6ludier 1'in-
fluence de ce d6placement fractionnaire, trac~ons pour diff6rents; rayons de
particule (0,8, 1 ,2 et 1 ,6 pixei) ies graphes de 1erreur de d6placement en
moyenne et en 6cart type (fig. 1 4a 6 1 6b) et comparons les trois m~thodes
d'interpolation. Les r6sultats ont 6t obtenus avec 1 00 simulations par va-
leur de d6placemenf fractionnaire (pour chaque simulation, la position de
la particule 6 l'instant tj est al6atoire).
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a) erreur moyenne b) 6cart type

Fig. 14 - Comparaison des erreurs (en pixel) obtenues par chacune des trois m6thodes dinterpolafion en fonction du d~placement fractionnaire pour
une particule de 0, 8 pixel de rayon
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Fig. 15 - Comparaison des erreurs (en pixel) obtenues par chacune des trais m~thodes dinterpolation en fonction du d6placernent fractionnaire pour
une, parlicule de 1, 2 pixel de rayon
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0,3 0,35
o: cdmn

0.2- 03 x: par
+: gau

0,25

.01

DA0,15

-0.1+ gau0,

-0,2 x: par
-0.2i 0,05

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
d~piacement fractionnaire d~placement fractionnaire
anteilige Verschiebung antefilge Verschiebung
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Fig. 16 - Comporaison des erreurs (en pixel) obtenues par charune des trois m~fhodes d'interpolotfion en fonction du d6placemnent frarfionnaire pour
une portirule de 1, 6 pixel de rayon

Ces figures appellent quelques commentaires:

"* toutes les courbes sont presque parfaitement syme'triques ; elles le
sont d'autant plus que le rayon dle lo particule est important ;

"* quel que soit le rayon dle la particule, les courbes d'erreur moyenne
correspondlant aux trois m6thodes dle d6termination sub-pixel se re-
coupent pour un d~placement fractionnaire nul ou 6gal 6 0,5 pixel
la valeur prise par 1'erreur est alors nulle;

"* pour les m6thodes d'interpolation parabolique et gaussienne, 1'erreur
moyenne dliminue lorsque le rayon augmente ; ce sens dle variation
est invers6 pour la m6thode du centre des masses;

"* les 6carts types sont d'autant plus faibles que la particule est dle taille
importante, sauf pour un d6placement fractionnaire 6gal 6 0,5 pixel
pour la m6thode du centre des masses ; dlans ce cas, le pic de l'6cart
type est dle plus en plus 6troit et dle plus en plus haut;

"* ces figures sont en accord avec les r6sultats publi6s dlans [18] 6 [21]
r6sultats obtenus 6 partir d'autres approches.

4.2.5 Influence du rayon dle la parficule sur lerreur de d~placement
Tragons maintenant les courbes d'erreur dle d6placement (en moyenne et
en 6cart type) obtenues avec les trois m6thodes d'interpolation en fonction
du rayon dle la particule lorsque celui-ci vanie entre 0,2 et 3 pixel (fig. 1 7a
et 1 7b). Les variables du probl~me sont ]a position 6 l'instant tj dle la parti-
cule et son d6placement. Afin dle cadrer le couple dle particules dlans la fe-
n~tre d'interrogation et dle prendre en compte une large gamme dle
d6placements dlans la fen~tre dle 32 pixels x 32 pixels, les deux variables
seront g6n6r6es comme suit

"* l'abscisse et l'ordonn6e dle d6part sont comprises entre 1 et 5 pixels,
"* les d6placements suivant les deux axes sont compris entre 2 et 25

pixels.
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Rappelons que chaque point dle calcul n6cessite 1 00 simulations.

0,5

0,4- o:cdm .~0,8- o: cdmn
x par xQpa

C-L 0,3- +:gau -- _ 0,6 +ga
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04
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rayon de la particule (pixel) rayon de la particule (pixel)
Partikelradius (Pixel) Partikelradius (Pixel)

a) erreur moyenne b) kcart Wj'e

Fig. 17 - Erreurs de d placement en fonction du rayon de /a parhicule pour/les trois m~thodes dinterpolafion sub-pixel

Notons tout d'abord qu'il est impossible d'utiliser la m6thode d'interpola-
tion par une gaussienne pour des petits rayons (inf6rieurs 6 0,6 pixel). En
effet, le pic dle corr6lation dle la parficule s'6fend alors sur momns de 2 pixels,
ce qui implique que Pun des niveaux dle gris R, ou R-1 d6finis sur la figure
24 dle [1 61 est nul. Le calcul d'interpolation sub-pixel 6tant obtenu par le Ia-
garithme des trois valeurs R-1, R0 et RI, le r~sultat est complexe et ne cor-
respond plus 6 une grandeur physique. Ainsi, la courbe correspondant 6
cette m6thode ne d6butera que pour un rayon de 0,6 pixel.

Notons aussi que les trois m6thodes d'interpolation donnent des courbes
semblables et qu'elles poss~denf un minimum pour un rayon compris entre
0,5 et 1 pixel environ. 11 faudra donc s'arranger, lors de mesures de PlY,
pour que les particules qui sortent du g6n~rateur alient un rayon tel que le
rayon dle leur image soit compris entre 0,5 et 1 pixel. Ce r~sultat est, 16 en-
core, en accord avec les r6sultats publi~s dans [18] 6 [21]

Enfin, signalons que des r6sultats concernant cette configuration de parti-
cules peuvent 6galement 6tre trouv~s dons [22, 23].

4.3 Cas de plusieurs particulles presentes dans laire
d'interrogation

Int6ressons-nous maintenant au cas plus r6oliste de plusieurs particules pr6-
sentes dons la zone d'inlerrogation. Nous supposerons encore qu'aucun
bruit dle fond ne perturbe les prises dle vues. Avant d'effectuer les simula-
tions, il faut pr6ciser les conditions dons lesquelles ces simulations vont 6tre
r6alis6es.

4.3.1 Conditions des simulations
Rappelons qu'en PlY, le nombre optimal de couples dle particules dons une
zone d'interrogation se situe autour dle 10 (§ 4.1 .2). Nous essaierons donc
dle faire en sorte d'avoir plus de 5 particules (pour que les pics dle corr6lation
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soient suffisamment 61ev6s) et moins dle 1 5 particules (pour 6viter d'6ven-
tuelles superpositions des particules). Contrairement aux simulations du pa-
ragraphe 4.2, nous supposerons ici que des particules entrent dlans la zone
d'interrogation et en sortent entre les deux instants de prises de vues, ce qui
oblige 6 consid6rer la position des particules dlans une zone pius vaste que
la zone d'interrogation.

La figure 1 8 repr6sente un exemple dle r6partition de particules doans une
fen~tre dle 64 x 64 pixels autour dle la zone d'interrogation dle 32 x 32 pixels
qui nous int6resse

)K '0 0

40- W0 K 6

30 0 01
)K )K )KX 01

>20 I 0 0 0 0

w 0 NOX Y

~10 )K *Y )K

Fig. 18 - Position des porticules dons une fendtre de 64 x 64 pixels outour de 0o 0 A*

l'aire din terrogotion de 32 x 32 pixels: /a Croix correspond 0 Ia0 W o0
posifion des porticules d l'instont 11 et /e rondO d nstont t2  -10 * ,

-10 0 10 20 30 40
axe x

Le nombre de couples dle particules pr6sents doans la fen~tre dle taille 64 x
64 pixels a 6t6 initialement fix6 6 65. La r6partition y 6tant al~atoire, le nom-
bre de couples dle particules pr6sents doans la fen~tre de tailie 32 x 32 pixels
sera al6atoire 6galement. La figure 1 9 repr6sente le nombre dle couples dle
particules pr6sents doans la zone dle 32 x 32 pixels aux instants t1 et t2, apr~s
1 000 simulations semblables 6 celie dle la figure 1 8. On obtient bien une
moyenne d'une dlizaine de couples dle particules par aire d'interrogation.
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Fig. 19 -Hislsogramme, de r6pon'ition du nombre de couples de porficules pr~ents 20
dons lo fenatre d 'n terrogofion aUX in stants t7 et t2

...... 0 5 1 0 15 20 25
nombre de couples de particules
Zahi von Partikelpaaren

Les conditions optimales dle prises dle vues sont 6galement obtenues pour
un d~placement total IAx2 +A y2 voisin du quart dle la tailie dle la zone
d'interrogation, donc proche dle 8 6 1 0 pixels pour une fen~tre dle tailie 32
x 32 pixels (§ 4.1 .2). Ceci peut 8tre r6alis6 en utilisant pour Ax et Ay, une
distribution normale dle moyenne 7 pixels et d'6cart type 1 pixel :Ia figure
20 montre Ihistogramme dle r6partition du d6piacement JAx2 +Ay 2 obte-
nu apr~s 1 000 simulations.
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4.3.2 Convergence de I'erreur de d6placement
Int6ressons-nous 6 Ia convergence dle 1'erreur dle d6placement en mayenne
et en 6cart type. Pour cela, effectuons, pour un rayon 6gal 6 1 pixel et dlans
les conditions du paragraphe pr6c~dent, une s6rie dle 250 simulations
(fig. 2 1 a 6 21 f).

35 oerreur moyenne a)11 3.5nmittlerer Fehier a
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Zahi von Iters tionen

Fig. 21 oqb - Convergence de l'erreur de d~plocernent (en pixel) obtenue par Iamfthode du centre des mosses en outocorr6lotion (fig. 21o) et en
corr~bloon croiske (fig. 21b)
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Fig. 21 cd -Convergence de l'erreur de d6plocement (en pixel) obtenue por lo m~thode de l'ojustementporoboliqUe en Gulocorrthfion (fig. 210c et
en corr~lation croise (fig. 21d)
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Fig. 21 e~f- Convergence de I'erreur de d6placement (en pixel) abtenue par/ lm6lhode de l'ajustement gaussien en autacorrhloion (fig. 21e) et
en corrlahfon croise (fig. 210)

Les figures 21 a 6 21 f correspondant aux trois m6lhodes d'interpolation sub-
pixel consid~r6es sont identiques pour une m~me m~thode dle corr6lation.
On consfate aussi que, contrairement aux figures 1 Oa 6 11 b, ]a convergen-
ce n'est pas 6tablie rapidement, m~me au bout dle 250 simulations. Ceci
s'explique simplement par les "sauts' qui apparaissent sur les figures 21 a 6
2lf et qui sontdcus 6 des erreurs dle d6placements importants, dle lPordre de
plusleurs pixels (voir paragraphe suivant). On remarquera 6galement que
les erreurs sont plus importantes dlans le cas dle l'intercorr6lation que dlans
le cas dle lautocorr6lation.

4.3.3 Distribution de lerreur de d6placement
Les figures 22a 6 221 montrent la distribution dle lerreur de d6placement
doans le cas des 250 simulations du paragraphe pr6c~dent. On constate
clairement que la grandle majorit6 des simulations donne une erreur tr~s
proche dle 0 pixel, alors que quelques simulations indluisent une grandle er-
reur dle plusieurs pixesl qui explique les "sauts" observ6s sur les figures 210a
6 211. 11 convient dle pr6ciser ici que sur les figures 22 a 6 22f, les erreurs
sup6rieures ou 6gales 6 20 pixels sont ramen6es sur le trait correspondlant
6 une erreur de 20 pixels.

a) 30 35

25- 30-

25.
20-

20
02

15a,, a

2~~ x
10-

10

5 5

-0 -201 0 1 0 0.
-3 2 1 0 2 0-30 -20 -10 0 10 20 30

erraeur commise erreur commise
Fehier Fehier

Fig. 22 aqb -R~partition des erreurs de d~placement (en pixel) obtenues para kihMode du centre des masses en autocorr6lation (fig. 22a) et en
corr6lation croise (fig. 22b)
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Fig. 22 c~d -R6partifion des erreurs de d6placement (en pixel) abtenues par ki m6thode de l'ajustementparabolique en autocorr6la lion (fig. 22C)
et en corr6lafion crois6e (fig. 22d)
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Fig. 22 e~f- R~parfifion des erreurs de d6placement (en pixel) obtenues par/la m6thode de l'ajustementgaiussien en autocorr6lation (fig. 22e)
et en corr6lation croiske (fig. 221)

Ces erreurs de plusieurs pixels correspondent 6 ce que I'on appelle couram-
ment en PIV des "faux vecteurs" et dont un exemple est donn6 au paragra-
phe suivant. On remarquera alors que la m~thode do utocorr6lation semble
produire un grand nombre de "faux vecteurs" donnant lieu 6 des erreurs de
quelques pixels, alors que la m6thode dle corr6lation crois6e semble pro-
duire un petit nombre dle "faux vecteurs" dlonnant lieu 6 des erreurs plus in-

portantes dle l'ordre de 1 0 pixels ou plus.

4.3.4 Exemple de "faux vecteur"
Comme indiqu6 au paragraphe pr6c6dent, il peut arriver, au cours d'une
simulation, que le d6placement obtenu diff~re de plusieurs pixels du d6pla-
cement impos6 aux particules. Le r6sultat calcu16 correspond alors 6 un
"faux vecteur" dont un exemple a 6t6 obtenu dans les conditions suivantes
(la r~parftiton dle particules suivante est effectivement survenue lors d'une
simulation):

- d6placement des particules :Ax = 7,06 pixels et Ay = 8,80 pixels,
0 6 'instant tj, 24 particules dle rayon variable (moyenne 0,8 pixel).
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La r~partition de particules obtenue est repr6sent~e sur les figures 23, 24 et
25 respectivement sous forme de repr6sentation bidimensionnelle (fig. 23
et 24) et tridimensionnelle (fig. 25).

30

40- 0 0 0 0 0

0 0 0 25

30 -0 -

W% X 20
a)20 ~

>ý 10)K 0 8 01

0xW
Cu0 10

-105

-10 0 10 20 30 40 5 10 15 20 25 30
axe x (pixels) axe x

fig. 23 - Repartitibn des par ficules donnant lieu 6 un "faux Fig. 24 - Image restifu~e par )a cam~ra (CD (aire de
vecteur(: instant t1 (croix) et instant t2 (rand) 32 x 32 pixels)

Fig. 25 - R6partifian tridimensiannelle des niveaux de gris
carrespondant aux figures 23 et 24 0

Les figures 26a 6 27b montrent ensuite les histogrammes des pics de car-
r~lation obtenus.

-asie~ gaussienne
0,25- Gaul3sche Funktion 0,25- -Gausshe Fnne i

parabole aabl
0,-parabolische Funktion 0,2 parabolie ukin

0,254 0,2 aaolsh Fnta

12 0,1 O2

0E2

0A00

6 7 8 9 10 11 12 13 14 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
axe x axe y

a) histogramme suivant l'axe x b) histogramme suivant laoxe y

Fig. 26 -A justement, par des fanctions parabolique et gaussienne, des histagrammes du pic principal de /a figure d'utocorr6latian
correspandant 6 Ia figure 25
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Fig. 27 -Ajustement, par des fonctins parabolique et gaussienne, des histogrammes du pic principil de ha figure de corr6lotion croise
correspondant 6 /a figure 25

['ensemble des r6sultats; trouv~s lors du calcui des d6placements; esi repris
dlans le tableau 4 ci-dlessous:

M~thode D6placemnent Erreur D~placement Erreur
en x [pixel] en x [pixel] en y [pixel] en y [pixel]

cdmn, auto 1 0,08 3,02 0,06 -8,74
cdm, cross -1,88 -8,94 -19,82 -28,62
par, auto 10,19 3,13 0,12 -8,68
par, cross -1,88 -8,94 -19,56 -28,36
gau, auto 10,21 3,15 0,15 -8,65
gau, cross -1,83 -8,89 -1 9,55 -28,35

Tab. 4 - Rhsulitts sur le ca/ru/ des d6placements des parirfiules

Rappelons ici les abr~viations utilis~es dlans le tableau 4

*cdm m6thode d'inlerpolation par le centre des masses,
*par: m6thode d'interpolation par alustement de fonction parabolique,
*gau :m6thode d'interpolation par ajustemeni dle fonction gaussienne,
*auto :m6thode d'autocorr6lation,
*cross :m~thode de corr~lation crois6e.

Le tableau 4 montre clairement que les d6placements calcul6s sont totale-
ment diff6rents des d6placements impos~s. On obtient ainsi des erreurs dle
d6placement dle plusieurs pixels qul expliquent les r~sultats des paragraphes
4.3.2 et 4.3.3.

11 apparait ainsi 6galement que les faux vecteurs ne sont pas uniquement
dlus 6 des conditions dle prises dle vues des images dle PIV non-optimales
[1,2,13], mais aussi 6 des dispositions al6atoires parficuli~res dle particules
qui entrainenl dle fausses estimations dle d~placements.
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4.3.5 Convergence dle lerreur de d6placemnenf apr~s 6limination des
"faux vecteurs"

Les "faux vecteurs" dlont il a e6t6 question au paragraphe pr6c6dent doivent
6videmment 6tre 6limin6s (dlans la mesure du possible) avant dle tracer le
champ dle vitesses r6sultant. Diff6rentes m6thodes ant 6t6 propos6es et uti-
lis6es en pratique [1,2,13] :

"* comparer chaque vecteur vitesse avec ses voisins les plus proches,

"* utiliser un crit~re bas6 sur les hauteurs respectives des pics dle corr6-
lations les plus 6lev6s,

"* comparer les pics dle corr6lations les plus 6lev6s correspondlant 6 des
aires d'interrogation dle taille et/ou dle positions diff6rentes.

En pratique, s'il est relalivement ais6 d'6liminer les "faux vecteurs" qui cor-
respondent 6 des erreurs dle plus dle 5 pixels, il est par contre beaucoup plus
difficile d'6liminer les "faux vecteurs" qui correspondent 6 des erreurs dle 'or-
dre du pixel. Dans la suite, nous allons supposer que ces m6thodes d'6limi-
nation des "faux vecteurs" ont 6t6 appliqu6es 6 nos simulations et que nous
soyons ainsi capables d'6liminer les "faux vecteurs" qui correspondent 6 des
erreurs dle plus dle 5 pixels. De plus, nous supposons que nous pouvons aus-
si 6liminer les "faux vecteurs" qui correspondent 6 des erreurs dle l'ordre du
pixel : pour cela, nous eslimons d'abord la valeur moyenne et l'6cart type
des d6placements simul6s et nous ne conservons que les erreurs dle d6pla-
cement qui se situent dans lintervalle centr6 sur la valeur moyenne et de
longueur deux fois l'6cart type. Cette op6ration est, dlans la pratique des
mesures dle PlY, irr6alisable, mais elle donne une id6e dle la convergence
statistique des erreurs dle d6placement apr6s une 6limination (ici id6ale) des
"fa ux ve cte urs ".

Les courbes dle convergence dle lerreur dle d6placement ainsi obtenues,
avec toujours des particules de rayon 1 pixel, sont donn6es par les figures
28a 6 28f.

0,2

a) 0.O3 b) 0 18 o erreur moyenne
o niittlerer Fehler

025 +,1 + cart type
'~ 0,14Standardabweichung

S0,2
o erreur moyenrie01

mittlerer Fehier
0,15- ~ + dcaIt type01

Standardabweichungz

0 50 100 150208
(D 0,50106-20

nombe di~ratonsnombe d't~raio0
Zahivon/teatir~e Zah vo Itratone

Fig 28a~ - onergnc deI'rrer e dp~cemnt(enpieb btnue ar~s6lmintin ds fau vcters pa/am~tad ducetredemase
enEtcr~ain(i.2a tencr~aincase(i.2b
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Fig. 28 4d- Convergence de l'erreur de d6placement (en pixel) obtenues aprds 6liinaflin des "faux vecteurs" par iam6thode d'ajustement pa~r fnctian
parabalique en autocorr~alaion (fig. 28c) et en corr~lation crraie (fig. 28d)
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Fig. 28 ef- Convergence de l'erreurde d6placement (en pixel) abtenuesapr8s6liminatian des "faux ye cleurs" pair iam6thade d'austementpa~rfanction
gaussienne en autacorr6flatin (fig. 28e) et en corr~lation croise (fig. 280

Ces nouvelles courbes dle convergence pr6sentent des erreurs dle d6place-
ment beaucoup plus faibles que les courbes des figures 21 a 6 21 f, puis-
qu'elles ne d~passent pas quelques dixi~mes de pixel. De plus, on obtient
une convergence correcte au bout d'une centaine de simulations. Enfin,
pr6cisons que le trait horizontal sur ces figures correspond 6 1'erreur mayen-
ne de d6placement apr~s 250 simulations.

4.3.6 Performances compar6es des m6thodes dle corr6lation et
d'interpolation sub-pixel

Une autre fa~on de comparer les performances des m6thodes dle corr6la-
tion et d'interpolation sub-pixel est dle tracer la courbe repr6sentant le pour-
centage de simulations donnant une erreur superieure a une erreur E0 en
fonction dle ce seuil E0 1 De ce point de vue, la meilleure m6thode est celle
qui, pour une abscisse E0 donn~e, aura ]a plus petite ordonn6e. Les figures
29a et 29b montrent ces courbes dlans le cas des 250 simulations des pa-
ragraphes 4.3.2 et 4.3.3, pour un rayon des particules dle 1 pixel (les "faux
vecteurs" sont pris en compte ici).

Remarquons sur ces figures que, quelle que salt la m~thode choisie, la
courbe d6croit rapidement. Cependlant, avec les 6chelles dle ces figures, iI
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est difficile de dire quelle est la meilleure m~thode. Par contre, nous voyans
clairement que la corr6lation crois~e donne de meilleurs r~sultats; que
l'autocorr~lation, et que m~me pour une valeur Eo de l'ordre de 5 pixels, le
pourcentage de simulations dlonnant une erreur sup~rieure 6 Eo n'est pas
nul ce r6sultat est e'videmment H6~ 6 Ia pr~sence des "faux vecteurs".
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Fig. 29 aob -Pourcontoges de simulations don! l'erreur est sup~rieure d E

Pour mieux comparer les diff6rences des m6thodes de corr6lation et d'inter-
polation sub-pixel, faisons maintenant varier Eo entre 0 et 0,5 pixel (fig. 2 9c
et 29d).
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Fig. 29 c~d - Pourcentoges de simulations don! l'erreur est sup6rieure j E,

En conclusion, les figures 29c et 29d montrent que, quelle que soit la m6-
thode de corr6lation utilis~e, c'est la m6thode d'interpolation par ajusle-
ment d'une fonction gaussienne qui donne les meilleurs r~sultats.

4.3.7 Influence du d6placement fractionnaire sur lerreur dle d6pla-
cement

Comme dans le cas d'une seule particule pr6sente dans I'aire d'interroga-
tion (§ 4.2.4), nous pouvons 6tudier l'influence du d6placementfractionnai-
re des particules sur 1'erreur de d6placemenf (fig. 30a 6 30d).
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Dans ce cas pr6cis, apr~s chaque simulation, le r6sultat sur l'erreur dle d6-
placement est test6 pour savoir s'il s'agit d'un faux vecteur (nous consid6-
rerons comme faux vecteur tout vecteur dlont 1'erreur dle d6placement est
sup6rieure 6 5 pixels) et ce r~sultat est 61imin6 si tel est le cas. [es figures
31 a 6 31 d montrent les courbes obtenues apr~s 100 simulations par point
dle calcul, pour des rayons dle particules variant dle 0,2 6 1 ,5 pixel (pour les
autres conditions du calcul, voir § 4.2.5). On observe, comme dlans le cas
d'une seule particule par aire d'interrogation (§ 4.2.5), que lerreur de d6-
placement semble 8tre minimale pour un rayon-image des parficules situ6
aux environs de 1 pixel.

Le fait que 1'erreur dle d6placement semble 8tre minimale pour un rayon-
image des particules situ6 aux environs de 1 pixel peut se comprendre ais6-
ment en consid6rant les deux points suivants:

Pour de grands rayons dle particules, les images dle ces particules vont
immanquablement se superposer. Les figures 32a et 32b en dlonnent
un exemple pour des particules de 3 pixels dle rayon. Dans ce cas ex-
tr~me, on trouvera un "faux vecteur.
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Fig. 32a - Position des part icules de rayon 6gol 6 3 pixels dons une Fig. 32h - Image restitu6e par Ia cam~ra CCD
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correspond 6 /a position des particules d Pinslant tj et
le rand 6 Uinstant t2

Lorsque le rayon des particules est petit (0,4 pixel, par exemple), le
signal re~u par la cam6ra CCD est tr~s faible puisque ce signal est
obtenu par int6gration spatiale sur chaque pixel du faible signal 6mis
par ces petites parficules. Une 6venluelle superposition d'images dle
particules entraine alors une 616vation locale forte du niveau dle gris,
ce qui se tradluit par un pic important sur la r6partition tridlimension-
nelle des particules (fig. 33a et 33b). Si plusieurs tels pics (correspon-
dant 6 des superpositions) sont pr6sents dans laire d'interrogation, la
corr6lation la plus forte est celle obtenue 6 partir dle ces pics, ce qui
conduit aussi 6 des erreurs importantes sur le d6placement, voire 6
des faux vecteurs.
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particules)

4.4 Cas de plusieurs porticulles avec presence de bruit

4.4.1 Aire d'interrogation r~eIle de PIV
Jusqu'6 pr6sent, nous n'avions consid6r6 que des aires d'interrogation ob-
tenues apr~s un enregistrement parfait, sans aucune source de bruit. En
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r6alit6, lors de prises de vues de PIV, les sources de bruit sont nombreuses
lumi6re parasite, bruit du CCD et des divers appareils 6lectroniques, imper-
fection des optiques, etc. [1,2,13]. A titre d'exemple, les figures 34a et b
montrent des repr6sentations bi- et tridimensionnelle des niveaux de gris
d'une aire d'interrogation obtenue lors d'une prise de vue r6elle de PIV ob-
tenue 6 I'ISL sur un profil oscillant en tunnel hydrodynamique [14,15]:

a) 30 b)
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m15• 30

SI• 25
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I• J •.:l20 
25 3
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Fig. 34 a,b -Representations bi- et fridimensionne//e des niveaux de gris d'une aire dinterrogalion obtenue lors d'une prise de vue r6elle de PIV
[14,15]

On observe bien les pics correspondant aux positions des particules, mais
surtout on remarque la pr6sence de bruit de fond sur la figure 34b. Ce bruit
devra maintenant 8tre pris en compte sur nos simulations.

4.4.2 Simulation d'aires d'interrogation avec bruit

Mod~liser s6par6ment chaque source de bruit intervenant lors de prises de
vues de PIV est une entreprise pour le moins d6licate. Par exemple, une ca-
m6ra CCD engendre 6 elle seule plusieurs types de bruits [24,25]. L'influen-
ce du bruit d'une cam6ra CCD sur la precision de mesure en PIV a, d'une
certaine fagon, d6j6 6t6 6tudi6e dans [20], mais toutes les sources de bruit
n'ont pas 6t6 prises en compte.

Dans la suite, nous consid6rerons que 'ensemble des sources de bruit peut
8tre repr6sent6 par une variable al~atoire gaussienne. Les figures 35a 6
35c montrent alors un exemple d'une aire d'interrogation simul6e et obte-
nue dans les conditions suivantes :

* 50 particules dans la fen~tre de 64 x 64 pixels avec des positions al6a-
toires 6 ['instant t1 (donn6es par une distribution uniforme),

* rayon des particules repr6sent6 par une distribution normale de
moyenne 1,2 pixel et d'6cart type 0,2 pixel,

* d6placement impos6 aux particules : Ax = 7,05 pixels et
Ay = 1,76 pixel,

* bruit gaussien de moyenne 20 pixels et d'6cart type 10 pixels.

56 ISL - R 119/98



Simulations num6riques

, 00

400 0

20 0

L~ 0 0

10 0 E o0 Fig. 35a - Posifion des porticules dons I'oire dinterrogofion / a croix
01 0 correspond 6 lo position des porticules dl Pnstont tj et le

0 . 0 rondO d nstont t2

01 0. 0 
0

-10 0 10 20 30 40
axe x

25

200

50 10 12025 3D10

corsodn 0 lofiue 5

Fbit. 35e coImpredrestt6e 'aid des conidraton suDig.3vantes fonfiiesinel dsnvau egi

ax rcdn.O n erue ete fipscl isd crlaxeon ma

donsfidgospure siefomeplaifieue. aie dinuteroatapioni de rNaxNt piels antu
pourts chauepixelr un nivea des grnis contaont (modanlisa iped

0.5 - R0 .2/9 0.570



Simulations num6riques

par une repr~sentation continue. L'6quivalent monodimensionnel dle cette
repr6sententation continue est sch~matis6 sur la figure 37a. Nous cher-
chons alors; 6 calculer la fonction d'autocorr6lation suivante

(37) V0t f ff(x)f(x + t)dx .

Puisque nous avons f(x) =A pourO •ýx•5 N, il est facile dletracer f(x+t), puis
le prodluit f(x)f(x+t) et (p(t) (fig. 37). On obtient finalemnent

(38) (P(t) =f f(x)f(x + t0dx = A(N - It b

soit une figure dle corr6lation de forme triangulaire.

Le calcul qui vient d'&tre effectu6 est exactemnent l'6quivalent monodimen-
sionnel et continu du calcul bidimensionnel et discret qui a permis d'obtenir
la figure 36a (se rappeler que la figure 36a a 6t6 obtenue 6 parlir dle la
formule (31) remnplac6e ici par (37)). On comprend ainsi que la forme pyra-
midale des figures 36a et 36b est due directemnent 6 la m~thode dle corr~la-

fjx f(x)f(x+Qt

A A

0 t N x 0 N-t N x

(P Mt

Fig. 37 - Fonclion d'autocorr6lafion (p0)
d'une fonclion constantie f W) sur un
inewoalleI

-t 01 N-t N x -N 0 It Nx

Une cons6quence directe de ce constat est que les formules dle corr6lation
simples (31) et (32) ne peuvent 8tre utilis6es dlans le cas d'aires d'interroga-
tion avec bruit dle fond. En eftet, les figures 3 6 a et 36b montrent que Ion
obtiendrait, 6 [aide des m6thodes d'interpolation sub-pixel, des d6place-
ments proches dle 0 pixel (voir Ia position du somnmet dle Ia pyramide), soit
une erreur dle d6placemnent l'ordre dle 1 00 %
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Pratiquement, dons le cas dle prises dle vues r6elles de PIV, on utilise souvent
le coefficient dle corr6lation qul, dons le cas du coefficient dle corr~Iation
crois6e, s'6crit [1 6]:

S(Nij - g.) (Ni+kj+l-

c(k,1) =(39)

(Nij -g)'+kj+I g,.)2

o6 et [t'd6signent les moyennes arithm6tiques dle N1,1 et N'1,1 (respective-
ment). D'autres auteurs pr6conisent des formules de corr6lations diff~rentes
qui permettent des calculs num6riques plus ropides : voir, par exemple, la
fonction d'erreur de corr6lation doans [26] et les m6thodes dle corr6lations
binaires o65 on "binarise" au pr~alable les images dle particules (i.e. on attri-
bue 6 chaque pixel une valeur 1 ou 0 suivant que ce pixel appartient 6 une
image dle particule ou non) : voir [20,27,28], par exemple.

On remarque que la difference principal e entre ces m~thodes et les formu-
les dle corr6lation sim pies (31) et (32) utilis6es jusque 16 dons ce Rapport est
que ces m~thodes permettent d'61iminer le bruit de fond avant de faire le
calcul dle corr6lation proprement dit.

4.4.4 tIimnination du bruit de fond
Dons ce paragraphe, nous n'allons pas utiliser les m6thodes habituellement
employ6es dons le cas de prises dle vues r6elles dle PIV (coefficient dle cor-
r~Iation, fonction d'erreur dle corr6lation, binarisation : voir la fin du para-
graphe pre'6dent), mais nous allons plut6t mettre en oeuvre une m~thode
simple d'6limination du bruit avant dle calculer les corr~lations 6 'aide des
relations (31) et (32).

Cette m6thode simple d'6limination du bruit est une m6thode dle seuillage:
elle consiste 6 calculer la moyenne g. et l'6cart type a des niveaux de gris
N1,1 d'une aire d'interrogation, puis 6 effectuer l'op6ration suivante

Dons la suite, k sera appeI6 'nombre seuil". Une premi6re 6tude int6ressan-
te est d'examiner 'influence dle ce nombre seuil. Traqons alors, pour un
nombre seuil variant entre 0 et 5, Ia figure dlonnant le pourcentage dle si-
mulations dont 'erreur dle d6placement est 10 fois inf6rieure apr~s 6limina-
tion du bruit 6 lerreur de d~placement obtenue avant 6limination du bruit
(fig. 38). Chaque point dle calcul est obtenu 6 partir dle 1 00 it6rations, les
conditions de simulation 6tant celles pr~cis6es au paragraphe 4.4.2.
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Notons que la m6thode d'interpolation sub-pixel n'intervient pas doans cette
figure. Les trois m6thodes dlonnent, en effet, des r6sultats sensiblemnent iden-
tiques. La seule diff~rence notable se situe au niveau du choix dle la m6tho-
dle dle corr~Iotion : a m6thode dle corr~lation crois~e donne dle mneilleurs
r6sultats que la m6thode d'autocorr6lation, et ce dlans une garmme dle nomn-
bre seull plus grandle.

La figure 38 montre aussi que I'6limination du bruit n'est pas efficoce pour
toutes les valeurs du nombre seuil. Si Ion fixe orbitrairement un pourcento-
ge d'efficacit6 dle 67 %, on s'aper~oit que, doans le cas dle I'autocorr6lation,
le nomnbre seuil k doit 8tre compris entre 0,7 et 4 environ. Ce point peut se
comprendre ais6ment :si le nomnbre seuil estirop petit, l'61imination du bruit
ne sera pas effectu6e surtous les pixels, ce qui fera appara-itre dle nouveaux
pics qui ne correspondent pas 6 des parlicules mois 6 du bruit (fig. 39a et
39b). Si ce nomnbre seuil est trop grand, I'6Iimination du bruit sera trop gros-
si~re et seuls certains pixels isol6s resteront (fig. 40a et 40b), ce qui d6truira
la corr6lation entre les deux instants dle mesure. Dons les deux cas, les m6-
thodes dle corr6lation (31) et (32) dlonneront des r6sultats erron6s.

30 3

1 5 axey0.2

0.e xx

Fig. 39a -Exemple de niveaux de gris avant tiuiminatian du bruit Fig. 39b - Niveaux de gris apr6s 6liminalion du bruit aver un
.. . . . .. .. .. .. . . . ... .. .. .nambre seuil 6gal 6 0,17
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a) caurbes abtenues en autararr6latian b) caurbes abtenues en carrhlaian craise

Fig. 41 - Caniparaisan des erreurs do d6plarement avant (caurbes reliant los craix) et apr6s Alminatian du bruit (caurbes reliant los rands)

Les courbes des figures 41 a) et b) ont 6t6 obtenues en utilisant la m6thode
d'interpolation par le centre des masses. Les deux autres m6thodes d'inter-
polation sub-pixel dlonnent des r6sultats analogues et les courbes d'erreurs
sont sensiblement les m~mes que celles obtenues ci-dlessus. Ces courbes
permettent dle valider la m6thode d'6limination du bruit propos6e et dle con-
firmer son efficacit6 pour une valeur du nombre seuil comprise entre 0,8 et
3,5.

4.4.5 Influence du niveau de bruit dle fond sur I'erreur dle d6place-
ment

btudions maintenant l'influence du niveau dle bruit de fond sur 1'erreur dle
d6placement (fig.42a 6 43b). Les r6sultats ont 6t6 obtenus doans les condi-
tions suivantes:
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* d~placement impos6 aux particules :r6partition normale de mayenne
7 pixels et d'6cart type 2 pixels suivant les axes x et y,

* rayon des particules :r6parfition normale de mayenne 0,8 pixel et
d'6cart type 0,2 pixel,

* nombre seuil pour l'6limination du bruit 6gal 6 2,

* 200 simulations pour chaque point des courbes.

Les figures 42a 6 43b repr~sentent, pour les trois m6thodes d'interpolation
sub-pixel consid6r6es, le pourcentage des simulations donnant des erreurs
sup6rieures 6 0,2 pixel, en fonction du' niveau moyen de bruit de fond. Les
courbes des figures 42 a) et b) ont 6t6 obtenues en fixant 1'6cart type 6 1 0
niveaux de gris, alors que les courbes des figures 43a) et b) ont 6t6 obte-
nues pour un 6cart type de 50 niveaux de gris. Sur les m~mes figures sont
aussi repr6sent6es les courbes obtenues sans 61imination du bruit de fond.
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Ces figures appellent les commentaires suivants

a) la n6cessit6 de I'61imination du bruit est mise en 6vidence. Sans ceffe

6limination, il suffit d'un bruit de fond faible pour obtenir pros de

100 % des simulations qui donnent des erreurs toujours sup6rieures

6 0,2 pixel,

b) le pourcentage de simulations donnant des erreurs sup6rieures a 0,2

pixel augmente avec le niveau moyen de niveau de bruit de fond,

mais aussi avec l'6cart type : en effet, 6 niveau de bruit moyen 6gal,

le pourcentage est plus important lorsque I'6cart type vaut 50 que

lorsqu'il vaut 10,

c) le choix cle la m6thode de corr6lation est 6 nouveau favorable 6 la

corr6lation crois6e, celle-ci donnant des pourcentages plus faibles

par rapport 6 I'autocorr6lation, 6 niveau de bruit 6gal.

4.4.6 Conclusion

Les diff6rentes courbes trac6es clans ce paragraphe montrent que le bruit

contribue largement 6 I'augmentation de 'erreur sur le d~placement. II faut

donc le r6lduire au maximum, d'une part en utilisant du mat6riel tr&s perfor-

mant (cam6ra CCD g6n6rant un bruit de fond minimal) et, d'autre part, en

s'arrangeant pour 6liminer toute source lumineuse parasite. Toutes ces dis-

positions ne permettent cependant pas d'6liminer le bruit. II sera donc n6-

cessaire de traiter le signal issu de la camara CCD en le seuillant, par

exemple, suivant la m6thode propos6e dans ce paragraphe.

4.5 Cas de plusieurs particules avec un gradient de
deplacement

4.5.1 Configuration

Dans ce chapitre, nous consid~rons le cas d'un 6coulement avec un gra-

dient de d~placement. Par souci de simplicit6, nous abandonnons cepen-

dant le bruit de fond pour effectuer ces tests. La configuration est alors la

suivante :

* 65 particules pr~sentes clans la fen~tre de 64 x 64 pixels,

0 rayon des images des particules de 1 pixel.

Pour simplifier la configuration nous n'imposerons, pour commencer,

qu'un gradient suivant la direction x. Les d~placements impos6s aux parti-

cules seront alors de la forme

AX = AXo + d(AX)•(y_ Yo), (40)
dy

AY = AYo = constante. (41)

Le gradient d(AX) s'exprime en pixel suivant x par pixel suivant y d clans la
dy

suite, nous ne repr6ciserons plus son unit6. Le d6placement "de base" AX0

correspond au d6placement qu'aurait une particule qui se trouverait 6 l'or-
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donn6e yo = 1 6 pixels lors dle la premi~re des deux expositions dle PIV. C'est

6galement ce d6placement qui nous servira dle r6f6rence pour d6terminer

l'erreur commise sur le d6piacement. La figure 44 montre une sch~matisa-

tion des d~placements impose's aux particuies.

40

30

20 * >

10 ) E

Fig. 44 -Aire d'interrogation de 32 x 32 pixels montrant les d~placements irnpos6s .... )

auxporticules 0 cause du gradientd(Ax)/dy. Le vecteur central, d lordonn6e 0
yo = 16 pixels repr6sente AX0  -10

-10 0 10 20 30 40

4.5.2 Exemnple de r6partition des particules
Ira~ons un exemple dle r6partition bidlimensionnelle des particules pour la

configuration d6finie ci-dlessus et dont le gradient dA)a pour valeur
dy

0,05. Les d6placements "de base' suivant les deux directions ont pour va-

leur AX0  8,16 pixels et yo = 7,52 pixels (fig. 45).

40- oK 0 )K 0

30 0 00 0 0K
0 0x

20 X K00

* 10 0 )w 0

Fig. 45 - Exemple de r~parfifion des parti-cules correspondant 0 Ia con figuration 0 0 0. *00 0 )K00

aver gradient de d6placement d(AX)/dy = 0, 05: Ia croix correspond 0 K 00 ')"K 0 KO 0

O /a position des particules d linstant tj et le rand 0 linslant t2 -10 K)(7 0 0 w X

-10 0 10 20 30 40
axe x

4.5.3 Influence du gradient de d6placemnent sur les pics de corr6la-
tion

Dans un premier temps, comparons les histogrammes des pics de corr6la-
tion obtenus avec gradient dle d~placement (voir 6quations 40 et 4 1) et sans
gradient dle d~placement, et ce pour ]a m~me r~parftiion dle particules 6
'instant f1 que sur la figure 45 (dans le cas sans gradient dle d6placement,
les d6placements impos6s aux particules sont dle la forme AX = AX0 et
AY = AY0) :voir figures 46a 6 46d.

Les d~placements des particules n'6tanl pas tous les m~mes doans Ia fen~tre
d'interrogation du fait de l'introduction du gradient de d~placement, nous
nous attendrions 6 ce que le pic dle ]a fonction d'autocorr6lation soit plus
large et mains haut que celui obtenu sans gradient. Ceci n'appara~it cepen-
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dant pas de mani~re flagrante sur les figures 46a 6 46d. Nous verrons au
paragraphe 4.5.6 que cet effet d'6largissement des pics de corr6lation est
nettemnent mieux mis en 6vidence pour des valeurs plus importantes du gra-
dient de d6pla cement.

Remnarquons 6gaiemnent que les figures 46c et 46d sont tr~s semnblables, ce
qui 6tait attendu puisque I es d6placemnents suivant 'axe y sont les m~mes
pour ces deux figures.

gaussienne ga issienrne
0,-GauI3sche Funktion Gauilsche Funktion
04parabole 0,4- parabole

M 0,-parabol/sche Funktion OXpars bolische Funktion

cvvp

X 0,2-

axe x axex
a) hitMam beuae rsnedu rdetd ~lceetb itgam heusn rdetd ~lcmn

03 03

4 5 6 7 8 9 10 11 12 4 5 6 7 8 9 10 11 12
axe x axe x

c) histagramme abtenu avec presence d'Un gradient de d6placement d) histagramme abtenu sans gradient de d6placement

Fig. 46 cad - Camparaison des histagrammes suivant l'axe x des niveaux de gris du pic principal de /a fanctian d'aulacarr~lation

cement g sien

d 0u,4-~aio tpa e troi~smchoes dinkteoltin sub-pixel pour Ia
cofiuato d pricls uparagrape 4.5.1 (tblau5 asavc ra
diet e ~plceen, e tblau rablsc sansto gradientch de nplcemnt)
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AX AX0  AY AY0

centre des masses 8,09 8,1 6 7,85 7,52
parabole 8,20 8,16 7,58 7,52

gaussienne 8,23 8,16 7,56 7,52

Tab. 5 - DNp/acements (colonnes AX etA Y) cacu/~s par/a m~thode d'utacorrhlalln et par/es trais m~todes dinter-
pc/llain sub-pixel dons le cas d'un gradient d(AX)/dy 6ga/ 6 0,05

AX AX0  AY AY0

centre des masses 8,18 8,16 7,84 7,52
parabole 8,31 8,1 6 7,62 7,52

gaussienne 8,35 8,16 7,60 7,52

Tab. 6 - Deplacements (colannes AX etA Y) ca/cul6s par /a m~thode d'utacorrh/alln etpar les kois m~t/iodes dAnter-
pa/lotan sub-pixel dens le cas sans gradient de d6placement

On remarque, sur les tableaux 5 et 6, que les d6placements calcul6s sont
beaucoup plus proches des d6placements "dle base" impos~s AX0 et AY0

dlans le cas sans gradient dle d6placement que dlans le cas avec gradient dle
d6placement. Ainsi, conform6ment 6 ce que Pon pouvait attendre, un gra-
dient dle d~placement biaise 'estimation du d6placement des particules.

4.5.5 Autre exemple, de simulation
Effectuons une deuxi~me simulation en prenant, cette fois, un gradient plus
important. Fixons, par exemple, d(AX)/dy 6 0,1 et tragons 6 nouveau un
exemple de r6partition bidlimensionnelle des particules (fig. 47) et les histo-
grammes des pics de correlation, mais uniquement suivant l'axe x (fig.48a
et b) puisque le gradient "nagit" que suivant cette direction (les autres con-
ditions de cette simulation sont celles des paragraphes 4.5.1 et 4.5.2).

Les tableaux 7 et 8 montrent ensuite les d6placements calcul6s par la m6-
thode d'autocorr6lation et par les trois m~thodes d'interpolation sub-pixel
pour la configuration dle particules dle ce paragraphe (tableau 7 :cas avec
gradient dle d~placement, et tableau 8 cas sans gradient dle d6placement).

40 0 0 0

X0 00 00

30-)X *ow c?) 0

00 k 00

0I 00 0

10 4 0 0 )K

fig. 47- Exemple de r~parllllon des parllcu/es correspandantO /a racnfiguration aver gradient o- X0 _____A___0___

de dip/arement d(AX)/dy = 0, 1:/la croix carrespond 6 /a position des partirules 0 0

0 UNstat t, et /e rand 0 /7nstant t2  -100 X 400

10 0 10 20 30 4

axe x
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a) histogramme obtenu aver pr6sence d'un gradient de d~p/acement b) histogramme obtenu sans gradient de d6placement

Fig. 48 - Comparaison des histogrammes suivantl'axe x des niveaux de gris du pic principal de Ia fonction d'autacorr6lation

AX J AX0  AY AY0
centre des masses 7,93 8,16 { 7,16 7,52

parabole j 7,80 8,16 T 7,30 7,5 2
gaussienne 7,78 j 8,1 6 7,34 7,52

Tab. 7 - DNplacem en ts (ca/an nes A X etrA Y) calcu/6s par/ao m6 tha de d'auta carr6latian e tpar les trais W th odes din ter-
pa/lotan sub-pixel dans le cas d'un gradient d(AX)/dy 6gal 6 0, 1

AX AX0  AY AY0

centre des masses 7,94 8,16 7,1 9 7,52
parabole 7,92 8,1 6 7,39 7,52

gaussienne 7,89 8,16 7,42 7,52

Tab. 8- DNp/acements (calannes AMeA Y) calcul~s par/am6thade d'autararr6latian etpar les traism6thades d~nter-
pa/allan sub-pixel dans /e cas sans gradient de d6placement

En comparant les figures 48a et b on observe, cette lois, bien une diminu-

tion dle l'amplitude et un 6talement des pics de corr6lation dlans le cas d'un

gradient dle d6placement. On remarque 6galemenl que les erreurs sur Ves-

timation du d6placement des particules ant augment6 par rapport au cas

du gradient d(AX) 6gaI 6 0,05 (comparer les tableaux 5 et 7).
dy

Les exemples de simulations numeriques de ce paragraphe ont permis

d'avoir quelques id6es sur le comportement des figures de corr~lation et dle

'erreur de d~placement en pr6sence dle gradient dle vitesses. Des s6ries de

simulations num6riques seraient cependlant encore n6cessaires pour d6ter-

miner, dle fa~on statistique, 'influence exacte des gradients dle d6placement

sur 'estimation du d6placement des particules.
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5. Conclusions et perspectives

Dons ce Rapport, les grandes lignes d'un mod~Ie analytique dle PIV vid6o,
utilis6 pour simuler la repartition des niveaux dle gris, sur une matrice CCD,
des images des particules pr~sentes dons l'6coulement, ont 6t6 rappel6es.
Ce mod~le analytique prend en compte les points suivants

*position et taille des particules,
*intensit6 du plan laser,

*fonction dle transfert dle modulation (FTM) dle loptique utilis6e,
*effets d'int6gration, dle gain et dle quantification dle la CCD.

Les m6thodes classiques dle d~pouillement dle telles images (autocorr6la-
tion, corr6lation crois6e et interpolation sub-pixel) ont, elles aussi, 6t rap-

pel~es. A partir dle ce mo~eaalytique, des simulations num~riques ont
permis d'obtenir des r6sultats statistiques importants sur les erreurs commi-
ses dons 'estimation des d6placements des porticules, et ce pour dle nom-
breuses configurations dle particules

*une seule particule par aire d'interrogation, sans bruit dle fond,

*plusieurs particules par aire d'interrogation, sans bruit dle fond,
*plusieurs particules par aire d'interrogation, avec bruit dle fond,
*plusieurs particules par aire d'interrogation, avec gradient de d6pla-

cement.

Parmi les r6sultats les plus importants obtenus, citons simplement la mise en
6vidence dle I'apparition in6vitable dle 'faux vecteurs", la d6termination du
diam~tre optimal des images des particules (environ 1 pixel) et 'influence
importante du d6placement fractionnaire sur 'erreur dle d6placement des
particules.

Les mod~les analytique et num6rique utilis6s dons ce Rapport peuvent, 6
lavenir, 8tre utilis~s pour 6tudier d'autres m6thodes (dle corr~lation ou d'in-
terpolation sub-pixel) qui permettraient d'obtenir dle meilleures estimations
des d6placements; des particules en PlY.
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